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Polacion y muestra

Objetivos de la Estadistica:
« Aprender de la observacion.
« Generalizar lo que aprendemos de una muestra a toda la poblacion




Inferencia

Muestra de n observaciones: X; X, _ X, de una poblacién X

vy

Muestra aleatoria simple:
Las X; tienen las mismas caracteristicas que X.

Son independientes entre si.
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Cada muestra nos da

una informacion:

Histograma, media
muestral varianza
muestral,...

La informacion
depende de la muestra
elegida




Estadistico

Un Estadistico es una funcion de la muestra, por lo tanto:
« Su valor depende de los valores de la muestra.
 Es una variable aleatoria

« Su distribucion es la distribucion muestral

Ejemplo: La media muestral:

X+ X, 4.+ X,
n

Distribucion de la media muestral
Sea X una poblaciéncon E[X = u ViX]= o2

éCual es la distribucion

de la media muestral?

=u

X E[Xl +X, +...+X3}: E[X )+ E[X,]+...+ E[Xn] _nu

n n n

/‘ n’ n’  n

2 2
V[Y]:V{X1+X2+...+X3}:V[Xl]+V[X2]+...+V[Xn] _no-_o°

n

Son
independientes




Distribucion de la media muestral

La media muestral es una suma de variables aleatorias

X+ X+ 4X, X, X,
n n n

X =

=|

Por el Teorema Central del Limite

XzN lu’i

Jn
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Problemas en Inferencia Estadistica

POBLACION — X = F(H)\

A partir de una M.A.S. X;,X,,...,X, queremos estimar el valor de &

desconocido

. . éComo?
Estimar : Asignar un valor a
algo que desconocemos A partir del modelo F
y de la muestra

‘Estimacién puntual: Un solo valor

‘Estimacién por intervalos: Un rango de valores

‘Contraste de hipotesis: Rechazo o aceptacion
de ciertas hipoétesis sobre el parametro
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Estimador

Un estimador es un estadistico con la mision de
acercarse lo mas posible al verdadero valor del

parametro

Valor del pardmetro @ ||‘ Estimador @

¢COmo seleccionamos el estimador mas adecuado?

Propiedades deseables de los estimadores

» Error cuadratico medio

E[(é — 6’)2} = V[é] + Sesgo”

donde Seng = E[é]—g

Buscamos el estimador con menor error cuadratico medio:

Menor sesgo

Menor varianza




Estimador insesgado

Un estimador es insesgado o centrado si su sesgo es cero

Entonces

E[8]-6=0= E[0]=6
Buscamos estimadores insesgados

Ejemplo: La media muestral es insesgada para estimar la

media poblacional E[Y] — lu

Ejemplo

Sea una poblacién X con media desconocida y varianza 1. Se toma una

muestra de tamano 3.Se consideran los siguientes estimadores de la
media poblacional

. 2 1 3
IUI =§X1+§X2 +EX3

1 5 > ¢Son insesgados?
,le =§X1 +§X2 +§X3

| 1 1
IU3 :§X1+§X2 +§X3




Solucion

TODOS SON
INSESGADOS

|

» Calculamos la esperanza de cada uno de ellos

N 2 1 3 2 1

2 1 3 2 1 3
=ZEX )+ EX,+2EX,]=2u +—pu +>
5 [X,] 5 [X,] 5 [X;] S'U S'U S'U

#|
N 1 5 2 1 5

1 8
1 5 2 1 5 2
=—E[X ]+=E[X,]+—E[X,]=—4 +—Uu +—
8 [X,] 3 [X,] ] [X;] 8:” S,U 8;“

A 1 1 1 1 1
Els1=E §Xl+§X2+§X3}=E[§X1}+E[§XJ+

1 1 1 [
= —E[X,]+=E[X,|+=E[X,]=—pft +—p +~ @
3[1]3[2]3[3]3ﬂ3#3#
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Ejemplos

» ¢ Eslavarianza muestral un estimador insesgado para estimar la

varianza poblacional?

6 =12(x[—)_c)2
n

E[6'2]=E[ (x,—X) } [ x2:|:12E[xi2] —E[x?]=
n
1 N 2
ZZZ(O— —H )_(n_ J —n(c” — ')~ (_,UJ
6 = E[x*]- i . !
ST H S _EH®)-4 NO es insesgado

n
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Cuasi-varianza

» Como la varianza muestral no es insesgado para estimar la

varianza poblacional, buscamos un estimador que si lo sea:

Cuasi-varianza muestral

A 1 n
S?=——) (x,—X)’'=——6"
n—lzi:( =) n—1

B :E[Laz}:LE[(gz]:L(”__laszaz
n—1 n—1\ n

Recordemos que por el né? ) (n—1S? 2

Teorema de Fisher o’ nl o’ nl
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Estimador Eficiente

Un estimador es eficiente si tiene varianza minima

Para buscar el estimador eficiente calculamos la varianza
de los estimadores posibles y nos quedamos con el

que tenga la menor

¢Cual de los estimadores anteriores tiene menor

varianza?

Ul ~~ Universidad
E

uropea
de Madrid




Solucion

Calculamos sus varianzas

2 1, 3
VIA1=V| X, +=X,+>X, =V
[lLll] [5 1 5 2 5 3i| [5

V[ﬁ2]=v{%xl+gxz+gx3}——+

8

Jevlzxov3x]-
5 5

2 2 1 2 3 2
=[gj V[Xl]+[gj V[X2]+[5j VIX,]=

LU AP .
25 25 25 25
5,430

64 64 64 64

1 1 1 1 1
VI]1=V| =X, +=X,+=X, |=—+—+
[44;] {3 1Ty ATy 3} )

Métodos de construccion de estimadores

« Método de los

momentos

« Método de maxima

verosimilitud

‘  Faciles de calcular
* NO siempre tiene buenas

propiedades

‘ + Buenas propiedades

» Mas dificiles de calcular




Método de los momentos
JUSTIFICACION: Los momentos muestrales convergen a los
poblacionales

Para estimar la media
‘ la media muestral x

poblacional
Para estimar la varianza
poblacional o’ mm) |a varianza muestral o
Para estimar la proporcion
poblacional  p mm) la proporcion muestral p

Método de los momentos

Procedimiento: Para calcular el 1 3

estimador de un parametro E[X]= —Z X,
. n -
debemos igualar los momentos
muestrales a los poblacionales.
n

tantos como parametros k 1 k
( P EX"1==) X"
queramos estimar) y resolver n g

el sistema




Ejemplos

1. Calcular el estimador mediante el método de los momentos del
parametro p de una poblacion X con distribucién B(m,p) con m

conocido.

Establecemos la ecuacion (so6lo hay que estimar 1 parametro—— 1 ecuacion).

3 | =

1
E[X]=—) X, =X D=
[X] nE ;= mp=X =) P

e~ Universidad

Europea
de Madrid

Ejemplos

2. Sea una variable aleatoria X con distribucion de Poisson de parametro
desconocido. Se toma una muestra de tamafio 5 con los siguientes
resultados: 2,3,0,2,1.

Obtener el estimador por el método de los momentos y calcularlo

Establecemos la ecuacién:

FIX]=-Y X, = i=% mm) A=X
n

A _ 243+0+2+1 8
ﬂ,:_x: = —
5 5
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Método de Maxima Verosimilitud

El principio de maxima verosimilitud esta basado en un principio que se

ilustra con el siguiente ejemplo:
Supongamos que tenemos una urna con 6

8 ) 8 bolas de color blanco y negro ,no todas del
mismo color, pero que no sabemos en que
o O y
proporcion.
]
Para adivinar la B\p{ 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 )
mposicion m
composicion ce 1a Lima o \| 5/6)2 | (4/6)2 | (3/6)2 | (2062 | (1/6)2

se pueden extraer 2
1 151,24 1,33 1,42 |,15

bolas con reposicion 66 66 66 66 66
2 (1/6)2 | (2/6)2 | (3/6)? | (4/6)2 | (5/6)?
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Método de maxima verosimilitud

¢Cuantas bolas blancas hay en la urna?

Depende del nimero de bolas blancas extraidas :

+ Ninguna bola blanca: B=0 ‘ p=1/6 Hay una bola blanca
« Una bola blanca: B=1 ‘ p=3/6 Hay 3 bolas blancas
» Dos bolas blancas: B=2 - p=5/6 Hay 5 bolas blancas

Buscamos el valor que maximiza la probabilidad
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Método de maxima verosimilitud

f(x,)-+- f(x,)casocontinuo

Ly(x,....x,) :{

El estimador mé&ximo verosimil es el que maximiza el logaritmo de la

funcion de verosimilitud

max LnL,(x,,....x,) = L@, XX

Observaciones

O Siempre es un valor del espacio paramétrico.

a Si é es el estimador de maxima verosimilitud de 6,
entoncesg(é) es el estimador de maxima verosimilitud
de g(0).

Q0 No es Unico.

O No tiene por qué ser insesgado.

O Es asintdticamente N(é,\/V(é))




Ejemplo

Calcular el estimador méaximo verosimil del pardmetro p de la

distribucion Binomial B(m;p), en una muestra aleatoria simple de
tamano n.

Tomamos una mas de la poblacién y calculamos su funcion de
verosimilitud (caso discreto)

m X, m-—X; m X, m—x,
L,(X,,..X)=| [p"A=p)"" | |p"A-p)" =
X X

1 n

e

i=1 i

Para calcular el estimador, tomamos logaritmos y calculamos el

maximo: m
InL,(X,,..X,) :ZIn( J+le. Inp+(nm—Y x,)In(1- p)

X.
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Ejemplo
Calculamos el méaximo, derivando e igualando a 0, por ser la funcién

derivable:

AL, (X,,..X,)
dp

=le.l+(nm—2xi);l=0
p 1-p

Ty _(m=¥x)_o | 2% _

x
p 1-p nm m
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